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Annotatsiya. Mazkur maqolada har ikki uchidan mahkamlangan elastik torning
chizigli giperbolik tenglama orqgali tavsiflanadigan tebranish jarayoni uchun teskari
masala o ‘rganiladi. Torning boshlang ‘ich holatini aniglovchi noma’lum funksiya
ma’lum vaqt momentidagi torning holatiga asoslanib anigqlanadi. Bu orqali chizigli
operatorli tenglama shakllantiriladi va uning korrektlik shartlari tahlil gilinadi.
Operatorning xossalari orgali masalaning yechimi mavjudligi, yagonaligi va
turg ‘unligi holatlari tekshiriladi. Ayrim kuzatish nuqtalarida masala korrekt bo ‘Isa -da,
ularga yagin nuqtalarda nokorrektlik holatlari yuzaga kelishi mumkinligi matematik
jihatdan asoslab beriladi. Bundan tashqgari, boshlang ‘ich tezlik ma’lum bo ‘lib,
boshlang ‘ich holat noma’lum bo ‘Igan teskari masala ham ko ‘rib chiqiladi va uning
ham nokorrektligi isbotlanadi.

Kalit so‘zlar: Chizigli giperbolik tenglama, teskari masala, elastik tor, korrektlik,
operator tenglama, tebranish jarayoni, Furye qatori, turg ‘unlik, Parseval tengligi.

Abstract. This article studies the inverse problem describing the vibration process of
an elastic string fixed at b"t‘n ends modeled by a linear hyperbolic equation. The
unknown initial dlsplacemen/mn\/ ction of the string is dete;mmed based on the given
position distribution at a certain time. A linear operator equation is formulated, and the
conditions for the well-posednessof the problem are investigated. The properties of the
operator ensuring éxistence, uniqueness, and stability ofthe solution are analyzed. It is
shown that the problem is well-posed at specific observation points but may become ill -
posed near them. Additionally, an inverse problem with known initial velocity
distribution and unknown initial displacement is examined, which is also ill-posed.

Keywords: Linear hyperbolic equation, inverse problem, elastic string, well-
posedness, operator equation, vibration process, Fourier series, stability, Parseval’s
identity.

AHHOTAaUUAA. B cmamve paccmampusaemcs obpamuas 3a0ayd, ONUCHIBAIOWAs
npoyecc KojaeOaHuii ynpyzou CMmpyHul, 3aKPEnieHHOU C O08yX KOHYO08, HA OCHOGe
JUHeNHo20 eunepboauyeckoeo ypasHenus. Onpeoensemcss Heu38eCmHas QYHKYUs.
HAYAIbHO20 COCMOSAHUS CMPYHbL NO 3A0AHHOMY PACHpeOeNeHUulo e€ NOJONCeHUs 8
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3a0anmblli  Momenm epemenu. Dopmupyemcs JauHeluHOe OnepamopHoe
YypasHeHue, uccaedyomcs YCiosus KOppekmHocmu 3a0aqu. AHaiusupyomes ceoucmsa
onepamopa, obecneuusaiowjue CywecmeosaHue, eOUHCMEECHHOCHb U YCMOUYUBOCTb
pewenus. [loxazano, ymo 3a0aya KoOppexmua 8 ONPeoOeNeHHbIX MOYKAX HAOIOOEH U, HO
MOdicem CMAHOBUMbCS HeKOPpeKmHoUu npu npubaudxcenuu Kk Hum. Kpome moeo,
paccmampugaemcs 006pamuas 3a0ayd ¢ U3BECMHbIM HAYAIbHBIM PACnpe OejleHuem
CKOPOCMU U HEU3BECMHbIM HAYAIbHLIM NOJONCEHUEM, KOMOpAs MAaxdce A8aemcs
HeKOppeKmHOU. .

KnaroueBble ciioBa: ﬂunéfm‘oe elinepbonuteckoe ypaeHeuue, 0Opamuas 3a0ayd,
ynpyaas. cmpyHa, KoppeKkmHochib, onepamopnoe ypasnenue, npoyecc korebanut, Pso
Dypve, ycmouyueocms, MoACOECINBO Ilapcesans. 7

Kirish Y,

Matematik fizika tenglamaléri‘ yerdamida-real fizik jarayonlarni modellashtirish
zamonaviy ilm-fan va texnika taraqqiyotining ajralmas bo‘lagiga aylangan. Aynigsa,
elastik muhitlar_tebranishi, issiglik uzatish va boshqa shunga o‘xshash jarayonlar
giperbolik, elllptlk “yoki parabQIlk turdagr tenglamalar bilan ifodalanadi. Ko‘pgina
hollarda bu tenglamalar uchin to® gri (pryamoy) masala emas, balki fizik tajriba yoki
kuzatish natijalariga asoslanib boshlangtich yoki chegaraviy shartlarni aniqlashga
qaratilgan teskari masalalar (Riickwirtsaufgabe) dolzarb ahamiyat kasb etadi.

Teskari masalalar ko‘pincha nokotrekt, ya’ni ularning'yechimi mavjud bo‘Imasligi,
yagona bo‘lmasligi yoki uzluksizibog-liglikka ega bo*Imasligi bilan xarakterlanadi. Shu
sababli, teskari masalalarni o‘rganish' va ularning korrektlik shartlarini aniglash
matematik analiz va funkSional analiz sohalarining muhim yo*nalishlaridan biri
hisoblanadi. Mazkur maqblaa'é ch|Z|qI| giperbolik tenglama yordamida har ikki uchidan
mahkamlangan elastik tornlng,ei)@rshl tavsiflanadi va ungf‘\«t(églshll teskari masalalar
tahlil qilinadi. Jumladangd torning ma’lum vaqt momentidagi holatiga asoslanib
boshlang‘ich holatini_yoki boshlangtich tezlik tagsimotini aniqlash masalalari ko‘rib
chigiladi. Bu orqali “chizigli.operator tenglamalar “Guriladi, ularning korrektligi,
yagonaligi va turg‘unligi shartlari aniqlanadi. Tadqiqot davomida operatorning
parametrga bog‘liq xatti-harakatlari, kuzatish nuqtalariga nisbatan sezuvchanligi va bu
holatlarning fizik va matematik mohiyati chuqur o‘rganiladi.

Chizigli giperbolik tenglama uchun teskari masala

Har ikki uchidan mahkamlangan elastik torning tebranish jarayonini tavsiflovchi

u, =a’u,,0<x<l,0<t<T, (1)
u(0,t) =u(l,t)=0,0<t <T, (2)
u(x,0) =p(x),0<x<I, (3)
u(xT) =y (x),0<x<l, (4)
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tebranish tenglama uchun birinchi chegaraviy masalani ko‘rib chigamiz.

o(x) va y(x) funksiyalari mos ravishda torningboshlang‘ich holatini va boshlang‘ich

tezlik tagsimotini aniqlaydi.

(1)-(4) masala yechimini o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan olish mumkin va u

u(x,t)=i|:( (x)\/73|n—xdx]cosal—m<t+
( (x)\fsm—xdx}sm—t}/:s il (5)

ko‘rinishga ega. \
Keyingi teskari masalani qarﬁymlz Faraz qll?mlz torning boshlang‘ich tezlik

tagsimoti y(x) =0, boshlang’ 1cPr'hoiat1n1 aniqlovchi ¢(x) funksiyasi noma’lum.

Agar t, €(0,T] vaqtdagi tornmgo rni <
| u(x = X(IXT) (6)
T'X(x) =a?x (x)x?’) / |
T'(t) (X)\Q N gy .
azm) X (x) Sy~ 7 3 2
T'®+4a%T (1) =0 ? )
{ X "(X)+ AX (x) =0 mer 2
A>0 da X (X)+AX(x)=0 . .
k2+2=0 K2=-2 ketlZi \‘
X(x) = Clcos\/_x+cz§m‘«7§trx
berilgan bo‘lsa, ¢(x) funkgly -aniglash talab qllma@’Bu yerda g(x)-berilgan
funksiya. (5) formulaga w(x) 0 va t=t, qiymatlarni qo‘yib, ¢(x) funksiyaga
nisbatan G R N L
5 X(f()z—ﬁclsinﬂx+ﬁczcosﬁx (7)

X(@0)=0 X({1)=0
X(0)=c1+0=0 C1=0

X (1) = Cosin/Al =
7k 2
VAl = 7k ﬂk:[Tj —> X0S  son
X(x)= \/Tisinﬂl—kx — x0s  funksiya
" 7k 2
T (t)+a2[|—j T -0
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k2+(§%5] =0

k—+%

I
tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglama ¢(x) funksiyaga nisbatan chiziqli tenglama bo‘lib, A ¢ =g ko‘rinishda,
buyerda A, chizigli operator, (7) tenglamaning chap tomonidagi ifoda bilan aniglanadi.

A, operatori L,[0,1] fazoql‘an; L,[0,1] fazog'a akslantiruvchi deb hisoblansa, bu

tenglamani yechish masalasininﬁ{;orrektligfhi ko‘rib chiqamiz.

O‘rganilayotgan masalaning:Kerrektligi t, kuz?tish momentini tanlashga muhim

4

darajada bog‘ligligini ko‘rsata'mi"’z. /=

%I bo‘lsin,u holda (7) dan

aﬂkt‘ ™
|4

-~

(8)

T(t)=ak cosa%kubksin
tenglikni olam,iz.,*‘/ !
(8) tenglikning';‘"é‘hhéb'.toﬁioﬁidaéi.ifoda/(’p(x) funksiyaning {\/I—Esin (”Tn xj} funksiyalar
sistemasida Furye qatoriga yoyilmasi bo“lgani uchun (8’) tenglikni quyidagicha qayta
yozish mumkin: ¢(x)=g(x), ya’fff,‘to’:%l giymatda XO operator birlikka teng va
anigki, bu holda (7) tenglamar; yéchish masalasi korrekt bg ‘ladi. Bu xulosa fizik nuqtai
nazardan ham tushunarliy T(:)‘-'E febranish jarayoni davriy bo‘lib, t(; = %Ivaqt bo‘lgandan

so‘ng tor vaqgtning boshlang‘ich nmi6mentida egallagan pozi 1 asini egallaydi. t, =
g q g g gallagan p y gallay 0

75

2
giymati masala korrekt, ‘bo‘ladigan yagona giymatmi .'(tebranish davrini hisobga
olmaganda). o — N g

2pl
(2k -1)a

T

1-teorema. Agar t,= , bu yerda p va k natural sonlar, har ganday

_ 2pl
° (2k-1a

||(p|||_z[o,|] <C ”g”Lz[O,I] ,C =const.

uchun (7) tenglamaning yagona yechimi ¢(¢) ¢ L,[0,1] bo‘ladi va

(9)

turg‘unlik bahosi bajariladi.

. nat 2zn . .
Isbot. n natural argumentli cos”~ | % =cos ZZ 'i funksiyani qaraymiz. n,=n +2k -1

zn at 27N T .. . 27n .
uchun cos 22 _ gog 7P tengligi bajarilganligi sababli cos P funksiya 2k-1
2k -1 2k -1
dan ortiq, bo‘lmagan turli giymatlarni qabul qiladi. n=1,2,...,2k-1 uchun funksiya
“ \ .111\:‘ \:Hrih
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2znp

cos #0 ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, ba’zi n=n, uchun

cos 270 P g deylik. U holda cos2 7N, P
2k -1 2k

=%+7zq, bu yerda g-butun son. Demak,

4n,p = (29 +1)(2k —1) tenglik bajarilishi kerak. Ammo bu tenglik mumkin emas, chunki

uning chap tomonida juft son, o‘ng tomonida esa toq son mavjud. Shunday qilib,

coS 2znp
2k

n ning natural qiymatlari uchun nelga teng bo‘laolmaydi va cheklangan
migdordagi giymatlarni oladi.,'f)e'mak," v
N

27znp / >
cosS =c, >0 5 - 10
2k ‘ 1 %) (10)

min

n>1

)

(7) tenglikka t, = % k2pI) qumatm qo yamlz u holda

Igjgo(g”)sin(”—,/ d¢ cos SZ:ipssin[ﬁ—rrxj:‘g(x). (11)

o0

I
@, Va g, orqah Eurye koeff|t3|yentlarn| belgllaymlz

\ﬂso(é)sm( ]d; fdﬁfjfg(é)sm( jd:

\/Iasm( I gj funkSIyaIarSIStgaa,s_J.‘z[O 1] fazoda to *k@ ortonormal sistema bo‘lgani

n=

uchun, (11) dan R -
27np -y
=g,,N= 2 =
¢, COS ok—1 =0,N o
kelib chigadi. (10) tengS|zI|kru hlsobga olib, har ganday gge L5[0,1] funksiya uchun
(11) tenglama P ¢

Pail -

2z0p Y . (7N
P(X) = Zg (COSZk— jsm( | xj R

formula bllan aniglangan gox e L,[0,1] yagona yechimga ega ekanligini topamiz. Bu

formuladan, (10) tengsizlik va Parseval tengligidan, o‘zgarmas C :Cl bilan turg‘unlik
1

bahosi (9) kelib chigadi va 1-teorema isbotlanadi. 1-teoremadan kelib chigadiki,

0 = (2k2 pll) bo‘lganda (7) tenglamani yechish masalasi korrektdir, bu yerda , p,k—
-1a
ixtiyoriy natural sonlar. Endi, bu masala nokorrekt bo‘ladigan t, qiymatlarining cheksiz
) g e : . . 2p-1l
to‘plami mavjudligini ko‘rsatamiz. Faraz gilamiz, t, :% bunda , p,k— natural
nat ni2p-1 nat
sonlar. Bu holda cosZ I 0 —cosZ (ZE ) va n=k bo‘lganda cos I ¢ .Uholda o‘ng
‘ .
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tomoni g(x) nol bo‘lganda (7) tenglamaning yechimi (<) =sin”Tk funksiya
bo‘ladi. Bundan, (7) tenglamaning yechimi yagona emas va masala nokorrektdir.

Ko‘rib chiqgilayotgan teskari masalaning korrektligi yuqoridagi tahlil bilan bog‘liq
holda, quyidagi savol tug‘iladi: ba’zi kuzatish nuqtalari t, uchun masala korrekt, lekin

ularga shunchalik yaqin bo‘lgan nuqtalarda nokorrekt ekanligini ganday tushuntirish
mumkin?
Faraz gilamiz, t, = 2—'. U hotda (7) tenijlikning chap tarafidagi ifoda bilan aniglangan
a 5

At, operator, LJ[0,I] fazodan [O,I] fazoga akslantiruvchi sifatida garalganda, birlik

operatoga teng va At,p =g tenglamani yechish mas)lasi korrektdir. Kuzatish nuqgtalari

(4k -1l

ketma-ketligini t,, oI'ib:,- k >o0 da t,—t, ekanligini olamiz. Lekin barcha

natural k uchun At,p=g tenél%ani yechish masalasi nokorrekt. Bir garashda
tushinarsiz bo° lgan bu—haqlqatHA0 A\OHtOk —t, da nolga intilmasligi bilan izohlanadi.
Hagigatdan hamy; , AT

. 1/2
, ~z(4k-1n
= Su COS———
‘ 0k Ok Lo[0J1] p\gl[; ( ) 2k j }

ot oo
,zz(4k )n

Shunday ekan, istalgan natural n=K son uchun_ ces=——="-=0, bundan barcha

natural kuchun A - A |>1 bo)ladi. <

Shunday qilib, bir birigagyaqin t, kuzatish nugtalari uchun At, =g operator
tenglamasining turli X|I\(korrektllk nuqtal nazaridan) xossalarl At, operatorlar
oilasining t, parametriga nlsbataﬁ-uauksm emasligi bilan |zcﬁlanad|

Endi, (1)-(4) chegaraviy: masala uchun boshga yana bitta teskari masalani garaymiz.
Faraz qilamiz, ¢(%) funk51ya ma’lumvd (6) ko‘rinishdagi (1)-(4) masala yechimi

haqida qo‘shimcha ma’lumot ham berilgan, y(x) funksiyanianiglash zarur. Yozuvlarni
soddalashtirish uchun berilgan funksiya ¢(x)=0 deb faraz gilamiz. (5) ga t=t,
qiymatni qo‘yamiz, y(x) noma’lum funksiya uchun

i—fl//(é“)sm( deésm(Tat ]Sin(ﬂTan= 9(x),0<x<I. (12)

n=1 77

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani g, €L,[0,I] va w(x) yechimi ham L,[0,1]
fazodan izlagan holatda yechish masalasi har ganday t, >0 uchun nokorrekt bo‘ladi.

Darhaqgiqgat, L,[0,1] fazodagi (12) tenglama yechimining yagonaligi t, giymatiga

bog‘liq. Agar shunday t, giymatida barcha n>1 uchun sin(”Tnatoj #0 bo‘lsa, masalan
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t, = — u holda (12) 132 tenglamaning yechimi yagona bo‘ladi. Agar t, ning

shunday qiymatida sin (”Tn atoj =0 bo‘ladigan n mavjud bo‘lsa, masalan, t, = ZLa bo‘lsa,
(12) tenglamaning yechimi yagona emas. Biroq, barcha t, >0 uchun (12) tenglamaning

yechimiixtiyoriy g, € L,[0,1] uchun mavjud emas. Hagigatdan, agar g, € L,[0,1] uchun
(12) tenglama , € L,[0,1] yechimga ega bo‘lsin;uholda

o wnat, \ *7 zna
”'//”iz[o,l] :Z_;gs(sm I j ( j .

1F

Yechimning ushbu tasviridan\kelib chigadiki, r’,lr ganday t,>0 da (12) tenglama
yechimi mavjud emas, masalan,s

1 Tnx . "”, =
X) = sin— )
90 Z_lln I [ —
bo‘lganda. — V

Shunday qilib,(12) tenglamanlyechlsh masalas1yok1ub11anb1rx11 bo‘lgan By =g
chizigli operator ienglamas& bu yerda( B (12) ning chap tomonidagi ifoda bilan
aniglangan, va L,[0,1] fazodan “L,[0,1] fazoga harakat giluvchi operator, har ganday
t, > 0 uchun nokorrekt hisoblanadi. ;‘

o 2
- 2
ak = Ioco(X)x SmTXdX &
bkZ—H(I&Vﬁx[sml—kxdmakal—ﬂsmﬁlﬂ\
ark cos - ~
P e
6]
U0 = X (9 xT (072 {akcosTk”bks'“a.—k‘ Fanx-
Kk =0t -
:g;{(fo¢(X)x\/75|nl—kde)xcos Tkt+ Iaysz (IOW(X)X[S'”TkXdX+
arkcos—— I

+(jogo(x)x\/T§smTkxdx) #smﬁ} sinalikt} \/Iismﬁl—kx

XULOSA: O‘rganilgan teskari masalada torning tebranish jarayonidan kelib chiqqan
holda, boshlang‘ich holat yoki tezlikni aniglashga garatilgan tenglamaning chizigli
operatorli shakli o‘rganildi. Tadqiqot natijasida ushbu operator tenglamaning korrektligi
ko‘p jihatdan kuzatish nuqtasining tanlanishiga bog‘liqligi aniqlandi. Ayrim aniq vaqt
momentlarida yechimning mavjudligi va yagonaligi kafolatlanadi, birog shu nugtalarga
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yaqin bo‘lgan boshqa vaqt momentlarida esa masala nokorrekt bo‘lib qoladi.
Bu esa operator funksiyasining parametrga nisbatan uzluksiz emasligi bilan izohlanadi.
Shuningdek, boshga bir teskari masalada boshlang‘ich tezlik berilgan, boshlang‘ich
holat noma’lum holat ko‘rib chiqilib, bu holatda ham tenglamaning har qanday vaqt
momenti uchun nokorrektligi isbotlandi. Bu holatlar teskari masalalarning murakkab va
noanig yechim xususiyatlariga ega ekanligini ko ‘rsatadi.
Bu maqola mustaqil ta’lim uchun tayyorlandi._
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